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相似三角形进阶一

知己知彼
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一、 三垂直及三等角模型综合

1. 一线三垂直

已知 是直角三角形，且 ， 于点 ， 于点 ．

【教法备注】

一线三垂直全等模型：

【核心考点】：

只要出现等腰直角三角形，可以过直角点作一条直线，然后过 °顶点作该直线的垂线，构造三垂直模

型．必有如下全等三角形：
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【经典图形】：

【问题】

你能根据下面的图形，证明一线三垂直模型中的两个全等的三角形吗？

【知识点拨】

“一线三垂直”相似模型：

已知 ，则 ．

例题

【知识点拨】

可直接应用模型进行计算

A. B.

1. 如图，将 的直角三角板的三个顶点分别放置在三条等距离的平行线 ， ， 上，若 ，则

， 之间的距离为（   ）．
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C. D.

【答案】C

【解析】过 、 作 于 ，作 于 ，

易得

，

，

设 ，则 ，

∵ ，

∴ ，

在 中， ，

即 ，

∵ ∴ ，

故选 ．

【标注】【知识点】一线三等角相似

练习

（ 1 ）

（ 2 ）

2. 如图， ， ， 是 上一点，使得 ．

求证： ．

若 ， ，求 的长．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

．
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【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵ ， ，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

∵在 中， ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

由（ ）得， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

例题

【知识点拨】

利用三垂直相似来进行综合应用及计算，与动点结合，同时包含特殊四边形的判定

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

3. 如图，在四边形 中， ， ， ， ， 是 上一动点(点 不与

、 重合)， ， 交 于点 ．

求证： ．

设 ， ，求 与 之间的函数关系式，并写出 的取值范围．

请你探索在点 运动的过程中，四边形 能否构成矩形？如果能，求出 的长；如果不

能，请说明理由．

【答案】（ 1 ）证明见解析．
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（ 2 ）

（ 3 ）

（ ）．

能构成矩形， 的长为 或 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

∵ ，

∴ ．

∵ ，

∴ ．

∴ ．

∵ ，

，

∴ ．

∴ ．

由 可得 ，

∵ ， ， ， ，

∴ ．

∴ ．

整理，得 （ ）．

能构成矩形．

当 时，四边形 构成矩形．

即 ．

解得 或 ，

∴ 的长为 或 ．

【标注】【知识点】一线三等角相似

练习

A. B.

4. 一副三角板（ 和 ）如图放置，点 在 上滑动， 交 于 ， 交 于 ，

且在滑动过程中始终保持 ．若 ，设 ， 的面积为 ，则 关于 的函

数表达式是（  ）．
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C. D.

【答案】D

【解析】作 于点 ，如图所示，

则 ，

∴

∵ ，

∴ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ， ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ 的面积为是： ，

即 ，

故选： ．

【标注】【知识点】根据题意列函数关系式

【重点强调】

2018-2019学年10月天津南开区南开翔宇学校初三上学期月考第10题

5. 如图，将矩形 沿 折叠，使顶点 恰好落在 边的中点 上，点 落在 处， 交

于点 ．若 ， ，则 的长为            ．
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【答案】

【解析】根据折叠的性质可知， ， ，

设 ，则 ，

∵ ，

∴ ，解得： ，

∵ ，

∴ ，

又∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ．

【标注】【知识点】相似三角形的性质与判定综合

2. 一线三等角
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【教法备注】

一线三等角全等模型：

【核心考点】：

只要在一条直线上出现三个角相等，一般都可以构造全等三角形解决问题．

【经典图形】：

 

 

【教法备注】

根据上面的证明，你能试着证明下图中两个三角形的关系吗？

已知 ,且 ．
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【知识点拨】

“一线三等角”相似模型：

 

如图，已知 ，则 ．

【教法备注】

以等腰三角形为背景的“一线三等角”相似模型：

（1）如图，在等腰 中，已知 ，则 ．

 

（2）特别地，若点 是 的中点，那么还有 ．

    证明：

    当点 是 中点时，已知 ，

    ∴ ，

    又∵ ，

    ∴ ，

    又∵ ，可得 ．

【经典图形】



11

例题

【知识点拨】

利用等腰三角形及等腰三角形的性质，构造出相似三角形；同时利用相似三角形的性质，反求对应的线

段长度

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

6. 如图，在 中， ， ， 是  上一点， ， 是 上一动点，连

接 ，并作 ，角的一边 交线段 于 ．

求证： ．

当 是线段 中点时，求线段 的长．

连接 ，如果 ，求 的长．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

或 ．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵

又∵

∴

∵

∴

∴ ．

设 ，则 ，
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（ 3 ）

由（ ）得， ，

∴ ，

即 ，

得 或 ，

经检验， 或 是原分式方程的解，

∴ 或 ．

若

前面已经证得

∴

∴

∴ ，

∴

∴ 是 中点，

∵ ，即

∴ ．

【标注】【知识点】相似三角形中的动点问题

（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

7. 如图，在 中，点 、 分别在边 、 上，连接 、 ，且 ．

备用图

由题设条件，请写出三个正确结论：（要求不再添加其他字母和辅助线，找结论过程中添加

的字母和辅助线不能出现在结论中，不必证明）

答：结论一：            ．

结论二：            ．

结论三：            ．

若 ， ，当点 在 上运动时（点 不与 、 重合），

求 的最大值．

若 是等腰三角形，求此时 的长．

（注意：在第（ ）的求解过程中，若有运用（ ）中得出的结论，须加以证明）
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【答案】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

 ;  ; ．

．

或 ．

【解析】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

， ， ．

∵ ， ，

∴ 为等腰直角三角形，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，即 ，

∴ ，

当 最小时， 最小，此时 ， ，

∴ 的最小值为 ，

∴ 的最大值 ．

当 时，

∴ ，

∴ ，

∴点 与 重合，不合题意舍去，

当 时，如图 ，

图
∴ ，

∴ 平分 ，

∴ 垂直平分 ，

∴ ，

当 时，如图 ，
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图

∵

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴综上所述，当 是等腰三角形时， 的长为 或 ．

【标注】【知识点】相似三角形中的动点问题

练习

（ 1 ）

（ 2 ）

8. 如图，在等边 中， 为 上一点， 为 上一点， ， ， ．

证明： ．

求： 的周长．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵ 是等边三角形，

∴ ．

∵ ， ，

∴ ．

∴ ．

设 的边长为 ，

∵ ，

∴ ，
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∴ ．

∴ ．

∴ 的周长为 ．

【标注】【知识点】一线三等角相似

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

9. 解答下列问题．

如图 ，在四边形 中，点 为 上一点， ．求证：

．

图
如图 ，在四边形 中，点 为 上一点，当 时，求证：

．

图

如图 ，在 中， ， ，且满足 ．求证：

．

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

证明见解析．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）∵ ，

∴ ， ，
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（ 2 ）

（ 3 ）

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

∵ ，

∴ , ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】一线三等角相似

二、 相似三角形常用辅助线

 

【教法备注】



17

掌握作平行构造相似的方法，能解决作平行构造相似的题目．

主要分为过中点构造，过断点构造，过顶点构造三种常见方法

1. 连中点构造相似

方法一

通过中点，构造中位线，找平行，出相似．

连接 ，构造中位线 得到的“ ”字或“8”字相似
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方法二

由三等分点构造平行线分线段成比例，找线段间的关系．
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过点 、 作 的平行线 目的 得到相似模型

确定 和 的关系

确定 和 的关系

确定 和 的关系

例题
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10. 如图，已知 中， 、 为 的三等分点， 为 的中点， 与 、 分别交于 、

，求 的值．

【答案】 ．

【解析】连接 ，则易得 为 的中位线，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】平行线分线段成比例定理

练习

11. 如图所示， 的面积为 ， 、 、 、 分别是 、 边上的三等分点， 、 相交于

点 ，则四边形 的面积是            ．
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【答案】

【解析】连接 ，

∵ 、 是 的三等分点， 、 是 的三等分点，

∴ ， ，

又∵ ，

∴ ，

∴ ， ， ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】相似三角形的性质与判定综合

四边形

2. 过断点作平行

例题

方法一

过“断点” ”作四条线段中不过点 的两条的线段的平行线
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解法一过点 作线段 的平行线 解法二过点 作线段 的平行线

方法二

过“断点” ”作四条线段中不过点 的两条的线段的平行线．

自己试着证明一下．

12. 如图，延长 的边 到点 ，使 ，取 的中点 ，连接 交 于点 ．求

的值．

【答案】 ．

【解析】取 的中点 ，则 ，连接 ，
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又∵ 为 的中点，

∴ ，且 ，

即 ，

∴ ，

∴ ，

∵ ， ，

设 ，那么 ， ，

∴ ，

即 ，

∵ ，

∴ ，即 ．

【标注】【知识点】相似A字型

【重点强调】

因为本题也是在探索线段间的比例关系，所以很容想到相似，可以通过题目中给出的中点确定相似三角

形之间的相似比．本题中点 、 、 是图中的四条线段 、 、 、 相交产生的点，特点是

这三个点均位于线段上，将整条线段分成两部分，即断开了两条线段，称为“断点”．

通过“断点”作平行，利用平行线分线段成比例或构造“ ”字“8”字模型可以求出线段间的关系．

练习

（ 1 ）

13. 已知：线段 ， 点为线段 上一点， 为线段 上一点，连接 ， 交于点 ．

如图 ，当 ，且 、 分别为线段 、 的中点时，则 的值为            ．
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图

图

（ 2 ）

（ 3 ）

如图 ，当 ， 为线段 的中点，且 时，求 的值．

如图 ，当 ， 时，直接写出 的值．（用 ， 表示）

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

．

【解析】（ 1 ）过点 作 交 于点 ，如图 所示，
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（ 2 ）

图

∵点 为 中点，

∴ 为 的中位线，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

过点 作 交 于点 ，如图 所示，

图

∵点 为 中点，

∴ 为 的中位线，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，
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（ 3 ）

∴ ．

过点 作 交 于点 ，如图 所示，

∵ ，

∴ ， ，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴

．

【标注】【知识点】相似模型的构造和应用

3. 过顶点作平行

例题

（ 1 ）

14. 阅读下面材料：

某同学遇到这样一个问题：如图 ，在 中， ， 是 边上的中线，点 在

边上， ， 与 相交于点 ，求 的值．

他发现，过点 作 ，交 的延长线于点 ，通过构造 ，经过推理和计算能够使问题

得到解决（如图 ）．

请回答：

的值为__________．
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1

2

（ 2 ）参考这个同学思考问题的方法，解决问题：

如图 ，在 中， ，点 在 的延长线上， 与 边上的中线 的延

长线交于点 ， ．

求 的值．

若 ，则 __________．

【答案】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

【解析】（ 1 ）

1（ 2 ）

过点 作 ，交 的延长线于点 ，

设 ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵ 是 中点，

∴ ，

∵ ，

∴ ．

又∵ ，

∴ ≌ ．

∴ ．

∵ ，

∴ ．

∴ ，

∴ ．

过点 作 ，交 的延长线于点 ，

依题可知，
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2

≌ ，

∴ ，

∵ ，

∵ ，

∴ ．

∵ ， ，

∴ ， ，

∴ ，

在 中， ，

∵ ≌ ，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】相似三角形的性质与判定综合

【重点强调】

本题是通过过顶点作三角形一边的平行得到“8”字模型，那么除了点 ，过点 或点 作平行能解决这个

题目吗，你还有其他方法吗？

练习

15. 如图，在 中，点 、 分别为边 、 上靠近点 的三等分点， 、 交于点 ，求

的值．

【答案】 ．

【解析】  作 交 于点
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则 ，又 ，

， ．

【标注】【知识点】比例的综合应用

【知识总结】

已知 三点中任意两点的等分情况，可求另一点的等分情况

特点：四线 、 、 、 ；三点 、 、

辅助线 过断点或顶点作平行，构造“ ”字或“8”字模型

过断点作平行（断开线段的点）

、 、
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过顶点作平行

【教法备注】让学生对此题进行课下证明

证明三角形的重心分中线所成的两段线段之比为 ．

已知 分别是边 上的中线，点 是 的重心，求证、 、 、 、
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．


